ðÒÏÓÅÍÉÎÁÒ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÅ http://proseminar.math.ru/ 19 ÏËÔÑÂÒÑ 2007 ÇÏÄÁ

œÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ

æÕÎËÃÉÑ f : N → N ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÐÉ- ÓÁÎÎÙÍ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ ŒÁÍ ÑÚÙËÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ). æÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ; ÎÅ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÀÔ ÒÁÂÏÔÕ (\ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÔÓÑ") ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ŒÈÏÄÁÈ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊆ N ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏ ËÁÖÄÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÅÔ ÓËÁÚÁÔØ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÏÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ A ÉÌÉ ÎÅÔ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊆ N ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÐÏÄÁčÔÓÑ ÎÁ ŒÈÏÄ, É ËÏÔÏÒÙÊ, ÂÕÄÕÞÉ ÚÁÐÕÝÅÎÎÙÍ, ŒÒÅÍÑ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÐÅÞÁÔÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A; ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÔØ ÒÁÂÏÔÕ, ÎÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÄÏÌÖÅÎ ËÏÇÄÁ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÑŒÉÔØÓÑ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É/ÉÌÉ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÊ Q, Z, ˚^∗, N × N É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ôÏ ÖÅ É Ó ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØÀ É ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØÀ. 1. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÌÉ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ? òÁÚÒÅÛÉÍÏ ÌÉ? ôÅ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ÐÒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N. 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ N → N ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ: Á) f(n) = c; Â) f(n) = 3n; Œ) f(n) = n^3; Ç) f(n) = √ n; Ä) f(n) = 2^n; Å) f(n) = n!; Ö) f(n) = n^{nn} ;

Ú) f(n) = \n-Ê ÚÎÁË ÐÏÓÌÅ ÚÁÐÑÔÏÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÞÉÓÌÁ ß"; É) f(n) = 1 + sgn sin n. 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ:

Á) {n^3 : n ∈ N}; Â) {n! : n ∈ N}; Œ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ; Ç) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÓÌÏŒ. 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙ:

Á) {(x; y) : x^2 + y^2 = z^2 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ z}; Â) {(x; y) : x^{100} + y^{100} = z^{100} ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ z}; Œ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ËŒÁÄÒÁÔ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÓÌÏŒÁ. ëÁË ŒÙ ÄÕÍÁÅÔÅ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍÉ? 5. Á) ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ n, ÞÔÏ Œ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÞÉÓÌÁ √ 2 ÎÁÊÄčÔÓÑ n ÃÉÆÒ 9 ÐÏÄÒÑÄ? Â) òÁÚÒÅÛÉÍÏ ÌÉ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ? 6. œÙÞÉÓÌÉÍÁ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ?

f(n) = { 0; ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÁÒ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p, p + 2 1; ÉÎÁÞÅ

7. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ÎÅŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ? îÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ? îÅÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ? 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ Â) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.

9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ É ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÅÒÅÞÉ- ÓÌÉÍÙ.

10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Á) ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Â) ÏÂÌÁÓÔØÀ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ) ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÒÁÚÒÅ- ÛÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÁÒ ÞÉÓÅÌ (x; y) ÎÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ.

11. äÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ Á) ÏÂÒÁÚ Â) ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ.

12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ f(n; m), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÆÕÎË- ÃÉÊ f_n = f(n; ·) ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅ ÏÄÉÎ ÒÁÚ). 14. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÇÄÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ?