ðÒÏÓÅÍÉÎÁÒ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÅ http://proseminar.math.ru/ 28 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2007 ÇÏÄÁ

ëÏÎÅÞÎÙÅ ÁŒÔÏÍÁÔÙ

ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÎÁÑ ŒÅÒÓÉÑ

ëÏÎÅÞÎÙÍ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÉÄÁ F = ⟨˚; Q; q_s; A; ø⟩, ÇÄÅ ˚ | ËÏÎÅÞÎÙÊ ŒÈÏÄ- ÎÏÊ ÁÌÆÁŒÉÔ, Q | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÁŒÔÏÍÁÔÁ, S ⊆ Q | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÊ, A ∈ Q | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ø ⊆ ˚ × Q × Q | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ. áŒÔÏÍÁÔÕ ÐÏÄÁÀÔÓÑ ÓÌÏŒÁ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ ˚, É ÏÎ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÉÌÉ ÏÔŒÅÒÇÁÅÔ ÉÈ. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÔÁË. œÎÁÞÁÌÅ ÁŒÔÏÍÁÔ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. äÁÌÅÅ ÏÎ ÞÉÔÁÅÔ ÂÕËŒÙ ÓÌÏŒÁ ÐÏ ÏÄÎÏÊ É ÍÅÎÑÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ ÓÏ ÓŒÏÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ: ÅÓÌÉ ⟨a; q_1; q_2⟩ ∈ ø, ÔÏ ÁŒÔÏÍÁÔ ÍÏÖÅÔ, ÎÁÈÏÄÑÓØ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q_1 É ÐÒÏÞÉÔÁŒ Œ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÂÕËŒÕ a, ÐÅÒÅÊÔÉ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ q_2 (ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍ q_1 ÎÅÓËÏÌØËÏ, ÔÏ ÁŒÔÏÍÁÔ ÍÏÖÅÔ \ŒÙÂÒÁÔØ" ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÎÉÈ). áŒÔÏÍÁÔ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÓÌÏŒÏ, ÅÓÌÉ ÐÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ÓÌÏŒÅ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A.

áŒÔÏÍÁÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ É ÄÌÑ ËÁ- ÖÄÙÈ q ∈ Q É a ∈ ˚ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÐÅÒÅÈÏÄ ŒÉÄÁ ⟨a; q; q^′⟩ ∈ ø ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ q^′. éÎÁÞÅ ÁŒÔÏÍÁÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÍ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ ˚ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏ- ÍÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÉËÁËÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ÓÌÏŒÁ. áŒÔÏÍÁÔ ÕÄÏÂÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÇÒÁÆÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÏÔÍÅÞÁÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ É ÎÁ ÓÔÒÅÌËÁÈ-ÒčÂÒÁÈ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÈÏÄÁÍ ÁŒÔÏÍÁÔÁ, ÕËÁÚÙŒÁÑ ÂÕËŒÙ ÁÌÆÁŒÉÔÁ. 1. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÁŒÔÏÍÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÓÐÏÚÎÁčÔ ÓÌÏŒÏ: Á) a; Â) ab; Œ) aab; Ç) ababa. 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÏŒ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ {a; b} ÁŒÔÏÍÁÔÎÙ, É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÙ:

Á) {w : ÓÌÏŒÏ w ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÔÒÉ ÂÕËŒÙ a É ÈÏÔÑ ÂÙ ÄŒÅ ÂÕËŒÙ b}; Â) {w : ÓÌÏŒÏ w ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏŒÎÏ ÔÒÉ ÂÕËŒÙ a É ÈÏÔÑ ÂÙ ÄŒÅ ÂÕËŒÙ b}; Œ) {w : ÓÌÏŒÏ w ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÞčÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÂÕËŒ a É ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ b}; Ç) {w : ÓÌÏŒÏ w ÉÍÅÅÔ ÎÅÞčÔÎÕÀ ÄÌÉÎÕ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞčÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÂÕËŒ a}; Ä) {w : ÓÌÏŒÏ w ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ab}; Å) {w : ÓÌÏŒÏ w ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÓÌÏŒÏ baba}; Ö) {w : ÓÌÏŒÏ w ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ab, ÎÉ ba}; Ú) {w : ÓÌÏŒÏ w ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÓÌÏŒÏ aab}. 3. Á) áŒÔÏÍÁÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {a^{2n+5} : n ∈ N}? Â) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {a^{n2} : n ∈ N}? Œ) ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÏŒ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÂÕËŒÙ.

4. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÁŒÔÏÍÁÔÙ (Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ), ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÝÉÅ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÏŒ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ {a; b}:

Á) {w : ÓÌÏŒÏ w ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ aa}, 3 ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ; Â) {w : ÓÌÏŒÏ w ÓÏÄÅÒÖÉÔ abab}, 5 ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ; Œ) {a}, 2 ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ; Ç) {ab; aab; aba}; Ä) {w : ÄÌÉÎÁ ÓÌÏŒÁ w ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 5}.

5. áŒÔÏÍÁÔÎÏ ÌÉ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ? á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ (ÎÁÄ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ)? 6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÓÐÏÚÎÁčÔÓÑ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏ. Â) ðÕÓÔØ Õ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ n ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ëÁËÏÅ ÎÁÉ- ÍÅÎØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Õ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÇÏ ÅÍÕ (ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÝÅÇÏ ÔÏÔ ÖÅ ÑÚÙË) ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ?

7. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏ.

Â) ðÕÓÔØ L É M ÁŒÔÏÍÁÔÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÑ L·M = {uv : u ∈ L; v ∈ M} ÁŒÔÏÍÁÔÎÁ. Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ (ÎÁÄ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ) ÁŒÔÏÍÁÔÎÏ. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏ. 8. ðÕÓÔØ w^R | ÓÌÏŒÏ w, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ÚÁÄÏÍ ÎÁÐÅÒčÄ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ L ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {w^R : w ∈ L} ÁŒÔÏÍÁÔÎÏ.

9. áŒÔÏÍÁÔÎÙ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ {a; b}? Á) {a^nb^n : n ∈ N}; Â) {w : w = w^R}; Œ) {w : ÓÌÏŒÏ w ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ÓÌÏŒ ab É ba}. 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.