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Èñ÷èñëåíèå ñåêâåíöèé äëÿ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé

Ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ñòðîÿòñÿ èç ìíîæåñòâà ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ {p, q, r, . . .}
ñ ïîìîùüþ ñâÿçîê: ∧ (è), ∨ (èëè), → (åñëè, òî), ⊥ (ëîæü), ⊤ (èñòèíà). Áóäåì íàçûâàòü ñåêâåí-
öèåé âûðàæåíèå Γ ⇒ ∆, ãäå Γ è ∆ � ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ôîðìóë. Èñ÷èñëåíèå
ñåêâåíöèé äëÿ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Àêñèîìû:

Γ,⊥ ⇒ ∆, Γ, p ⇒ p,∆, Γ ⇒ ⊤,∆

Ïðàâèëà:

Γ, A,B ⇒ ∆

Γ, A ∧B ⇒ ∆

Γ ⇒ A,∆ Γ ⇒ B,∆

Γ ⇒ A ∧B,∆

Γ, A ⇒ ∆ Γ, B ⇒ ∆

Γ, A ∨B ⇒ ∆

Γ ⇒ A,B,∆

Γ ⇒ A ∨B,∆

Γ ⇒ A,∆ Γ, B ⇒ ∆

Γ, A → B ⇒ ∆

Γ, A ⇒ B,∆

Γ ⇒ A → B,∆

Çàïÿòàÿ â ïðàâèëàõ èñïîëüçóåòñÿ êàê ñîêðàùåíèå: Γ, A îáîçíà÷àåò Γ ∪ {A}. Ñåêâåíöèÿ Γ ⇒ ∆
âûâîäèìà, åñëè ñóùåñòâóåò å¼ âûâîä, äåðåâî, â âåðøèíàõ êîòîðîãî ñòîÿò ñåêâåíöèè, â ëèñòüÿõ
ñòîÿò àêñèîìû, â êîðíå � ñåêâåíöèÿ Γ ⇒ ∆, à ïåðåõîä îò ïðåäêîâ ê ïîòîìêàì, ïðîèçâîäèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè âûâîäà. Ìû áóäåì ãîâîðèòü î âûâîäèìîñòè ôîðìóëû A, èìåÿ â âèäó
âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè ∅ ⇒ {A}.

1. Ïîñòðîéòå âûâîä äëÿ êàæäîé èç ñëåäóþùèõ ôîðìóë.

(a) p ∧ q → p, p ∧ q → q, p → (q → p ∧ q);

(b) p → p ∨ q, q → p ∨ q, (p → q) ∨ (q → p);

(c) ¬(p ∧ q) → (¬p ∨ ¬q), (¬p ∨ ¬q) → ¬(p ∧ q), p ↔ ¬¬p;
(d) (p ∨ q → r) → ((p → r) ∧ (q → r));

2. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ôîðìóë âûâîäèìû, à êàêèå íåò? Ïî÷åìó?

(a) (p ∧ q) → (p ∨ q);

(b) (p ∨ q) → (p ∧ q);

(c) (p ∧ (p ↔ q)) → q;

(d) p → ¬p;
(e) ((p ∨ (p → q)) → q) → q;

3. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé ôîðìóëû A ñåêâåíöèÿ Γ, A ⇒ A,∆ âûâîäèìà?

4. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà èñ÷èñëåíèÿ ñåêâåíöèé:
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(a) Ñâîéñòâî "ïîäôîðìóëüíîñòè": ïðàâèëà âûâîäà òàêîâû, ÷òî â èõ âåðõíþþ ÷àñòü âõî-
äÿò òîëüêî ïîäôîðìóëû ôîðìóë, âñòðå÷àþùèõñÿ â íèæíåé ÷àñòè.

(b) Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî îñëàáëåíèÿ: åñëè âûâîäèìà ñåêâåíöèÿ Γ ⇒ ∆, òî òàêæå
âûâîäèìà A,Γ ⇒ ∆, B äëÿ ëþáûõ ôîðìóë A è B.

(c) Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè: äëÿ ïðîèçâîëüíîé âûâîäèìîé ñåêâåíöèè Γ ⇒
∆ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííîé p âî âñåõ ôîðìóëàõ ýòîé ñåêâåíöèè íà ôîðìóëó A
òîæå áóäåò âûâîäèì.

5. Íàáîð çíà÷åíèé ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðîì âñå ôîðìóëû èç Γ èñòèí-
íû, à âñå ôîðìóëû èç ∆ ëîæíû, áóäåì íàçûâàòü êîíòðïðèìåðîì ê ñåêâåíöèè Γ ⇒ ∆.
Äîêàæèòå, ÷òî â êàæäîì èç ïðàâèë âûâîäà èñ÷èñëåíèÿ ñåêâåíöèé íèæíÿÿ ñåêâåíöèÿ èìå-
åò êîíòðïðèìåð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õîòÿ áû îäíà èç âåðõíèõ ñåêâåíöèé èìååò
êîíòðïðèìåð.

6. (êîððåêòíîñòü è ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ ñåêâåíöèé) Äîêàæèòå, ÷òî ñåêâåíöèÿ íå èìååò êîíòð-
ïðèìåðà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà âûâîäèìà.

7. Ââåäåì â ÿçûê íîâóþ ñâÿçêó ( è äîáàâèì ê íàøåìó èñ÷èñëåíèþ ñëåäóþùèå ïðàâèëà:

Γ, B ⇒ A,∆

Γ, B ( A ⇒ ∆

Γ, A ⇒ ∆ Γ ⇒ B,∆

Γ ⇒ B ( A,∆

Êàêîé òàáëèöåé èñòèííîñòè äîëæíà îáëàäàòü ñâÿçêà (, ÷òîáû ïîëó÷èâøååñÿ èñ÷èñëåíèå
áûëî ïîëíûì è êîððåêòíûì?

8. (a) Äîáàâèì â ÿçûê ñâÿçêó ↔ (ýêâèâàëåíòíîñòü). Êàêèìè ïðàâèëàìè íóæíî ðàñøèðèòü
íàøå èñ÷èñëåíèå, ÷òîáû ñîõðàíèòü êîððåêòíîñòü è ïîëíîòó (è ñâîéñòâî "ïîäôîð-
ìóëüíîñòè")?

(b) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ñâÿçêè A⊕B (ëèáî A, ëèáî B).

(c) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ïðîèçâîëüíîé n-àðíîé ñâÿçêè (âàì äàíà å¼ òàáëèöà èñòèííîñòè).

9. Ïðåäñòàâüòå, ÷òî òåïåðü ó íàñ òðè çíà÷åíèÿ èñòèííîñòè {0, 1, 2}. Â ýòîì ñëó÷àå ñåêâåíöèåé
íàçûâàåòñÿ òðîéêà (Γ,∆,Θ), ãäå Γ, ∆ è Θ � ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ôîðìóë.
Êîíòðïðèìåðîì òàêîé ñåêâåíöèè íàçîâåì íàáîð çíà÷åíèé ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ, ïðè êîòîðîì âñå ôîðìóëû èç Γ èìåþò çíà÷åíèå 1, âñå ôîðìóëû èç ∆ èìåþò çíà÷åíèå
2, à âñå ôîðìóëû èç Θ èìåþò çíà÷åíèå 0.

(a) Ïóñòü â íàøåì ÿçûêå åäèíñòâåííûìè ñâÿçêàìè ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòû 0, 1, 2. Êàêèå
àêñèîìû äîëæíî ñîäåðæàòü èñ÷èñëåíèå ñåêâåíöèé, ÷òîáû ïðè ýòîì áûòü ïîëíûì è
êîððåêòíûì?

(b) Äîáàâèì â ÿçûê ïðîèçâîëüíóþ n-àðíóþ ñâÿçêó (âàì äàíà å¼ òàáëèöà èñòèííîñòè). Êà-
êèìè ïðàâèëàìè íóæíî ðàñøèðèòü íàøå èñ÷èñëåíèå, ÷òîáû ñîõðàíèòü êîððåêòíîñòü
è ïîëíîòó (è ñâîéñòâî "ïîäôîðìóëüíîñòè") â ñëó÷àå òðåõçíà÷íîé ëîãèêè?
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