ðÒÏÓÅÍÉÎÁÒ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÅ http://proseminar.math.ru/ 4 ÁÐÒÅÌÑ 2008 ÇÏÄÁ

œÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

1. œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÌÏŒÅ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÏÄÓÌÏŒÏ 01 ÎÁ 100. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÏŒÏ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÕ ÏÐÅÒÁÃÉÀ. Â) úÁŒÉÓÉÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÉ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ, ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ? Œ) òÁÚÒÅÛÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÎÑÔØ 01 ÎÁ 100 : : : 00 (ÅÄÉÎÉÃÕ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÕÌÅÊ). íÏÖÅÔ ÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÊ (ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ËÏÎÅÞÎÏ)? 2. ðÕÓÔØ P (x) É Q(x) | ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ (ÃÅÌÙÍÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ) ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ P ÍÅÎØÛÅ Q, ÅÓÌÉ P (x) < Q(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ x. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P_1; P_2; : : :, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÊ ÍÅÎØÛÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ?

3. œ ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÇÒÏË ÓÙÇÒÁÌ Ó ËÁÖÄÙÍ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÉÞØÉÈ ÎÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, É ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÇÏ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÑ (ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙ ŒÙÉÇÒÁÌ Õ ŒÓÅÈ) | ÔÏÖÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÔÒÉ ÉÇÒÏËÁ á, â É œ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÉÇÒÁÌÉ ÄÒÕÇ Õ ÄÒÕÇÁ ÐÏ ËÒÕÇÕ (á Õ â, â Õ œ, œ Õ á). œ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ (ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a É b ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ, Á ËÁËÏÊ ÍÅÎØÛÅ (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÚÎÁËÏÍ a < b; ÚÁÐÉÓØ a ⩽ b ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a < b ÉÌÉ a = b), É ÐÒÉ ÜÔÏÍ a < b É b < c ŒÌÅÞčÔ a < c.

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ: (1) ŒÓÑ- ËÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ; (2) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÕÂÙ- ŒÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ; (3) ŒÙÐÏÌÎÅÎ ÐÒÉÎÃÉÐ ÐÏÌÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ: ÅÓÌÉ A(x) ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, ËÏÔÏÒÏÅ (ÄÌÑ x) ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ŒÅÒÎÏÓÔÉ A(y) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ y < x, ÔÏ A(x) ŒÅÒÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x.

íÎÏÖÅÓÔŒÁ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ.

5. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ËÒÏÍÅ ÎÁÉÂÏÌØ- ÛÅÇÏ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÅÓÔØ) ÅÓÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ (ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ?), ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÌÀÂÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ (ÄÁÊÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ).

åÓÌÉ A É B | ÄŒÁ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A+B (ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A ÍÅÎØÛÅ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ B, ŒÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ | ËÁË ÒÁÎØÛÅ) É A × B (ÐÁÒÁ ⟨a; b⟩ ÍÅÎØÛÅ ⟨a^′; b^′⟩, ÅÓÌÉ b < b^′ ÉÌÉ ÅÓÌÉ b = b^′, ÎÏ a < a^′).

6. Á) âÕÄÕÔ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A + B É A × B ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏŒÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É B? Â) âÕÄÕÔ ÌÉ ŒÅÒÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ? A+B = B +A, A×B = B ×A, A+(B +C) = (A+B)+C, A × (B × C) = (A × B) × C, A × (B + C) = (A × B) + (A × C), (A + B) × C) = (A × C) + (B × C). òÁŒÅÎÓÔŒÏ ÚÄÅÓØ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÐÏÒÑÄÏË (ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÅ, ÞÔÏ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ). âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÍÅÎØÛÅ B, ÅÓÌÉ B ÒÁŒÎÏ (ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ) A+C ÐÒÉ ÎÅÐÕÓÔÏÍ C; ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ B (ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ, ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ).

7. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) ÅÓÌÉ A < B É B < C Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÔÏ A < C? Â) ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ? Œ) ÌÀÂÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏ- ÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ É ÍÅÎØÛÅ A (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ)? Ç) ÅÓÌÉ A < B, ÔÏ A + C < B + C? Ä) ÅÓÌÉ A < B, ÔÏ C + A < C + B? Å) ÅÓÌÉ A < B, Á C ÎÅÐÕÓÔÏ, ÔÏ C × A < C × B? Ö) ÅÓÌÉ A < B, Á C ÎÅÐÕÓÔÏ, ÔÏ A × C < B × C? 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B ŒÅÒÎÏ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒčÈ: A < B, B < A ÉÌÉ A = B.

9. Á) äÁÎÏ ÓÌÏŒÏ á Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ ÉÚ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ: 1) ÕÄÁÌÑÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÂÕËŒÕ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÅÓÔØ 0;

2) ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ŒÉÄÁ B(n + 1) ÎÁ (Bn)^k, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÄÓÌÏŒÁ B ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ n, ÇÄÅ k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ. (Bn)^k = BnBnBn : : : Bn (k ÒÁÚ).

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÕÓÔÏÍÕ ÓÌÏŒÕ.

Â) òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ÐÕÎËÔÁ Á), ÅÓÌÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ 2) ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A ÚÁËÁÎ- ÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ B(n + 1).

10. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÓÌÏŒÁ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ {a; b; c}. äÏÐÕÓÔÉÍÙÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ: aa → bc, bb → ac, cc → ab. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÏŒÏ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÎÉËÁËÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ).