
Ïðîñåìèíàð ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå è èíôîðìàòèêå 31 îêòÿáðÿ 2008 ãîäà

Âû÷èñëèìîñòü

Ôóíêöèÿ f : N → N âû÷èñëèìà, åñëè îíà âû÷èñëÿåòñÿ êàêèì-íèáóäü àëãîðèòìîì (íàïðèìåð, çàïè-
ñàííûì íà êàêîì-íèáóäü èçâåñòíîì âàì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ). Ôóíêöèÿ íå îáÿçàíà áûòü âñþäó
îïðåäåë¼ííîé; íå âñþäó îïðåäåë¼ííûå ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþò àëãîðèòìàì, êîòîðûå íå çàêàí÷èâàþò
ðàáîòó (�çàöèêëèâàþòñÿ�) íà íåêîòîðûõ âõîäàõ.

Ìíîæåñòâî A ⊆ N ðàçðåøèìî, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïðî êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
ìîæåò ñêàçàòü, ïðèíàäëåæèò ëè îíî ìíîæåñòâó A èëè íåò.

Ìíîæåñòâî A ⊆ N ïåðå÷èñëèìî, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðîìó íè÷åãî íå ïîäà¼òñÿ íà âõîä, è
êîòîðûé, áóäó÷è çàïóùåííûì, âðåìÿ îò âðåìåíè ïå÷àòàåò ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A; àëãîðèòì íå îáÿ-
çàí çàêàí÷èâàòü ðàáîòó, íî êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A äîëæåí êîãäà-íèáóäü ïîÿâèòüñÿ íà âûõîäå
àëãîðèòìà.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü âû÷èñëèìûå ôóíêöèè ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ è/èëè îáëàñòüþ çíà÷å-
íèé Q, Z, Σ∗, N× N è òàê äàëåå. Òî æå è ñ ðàçðåøèìîñòüþ è ïåðå÷èñëèìîñòüþ.

1. Ïåðå÷èñëèìî ëè ïóñòîå ìíîæåñòâî? Ðàçðåøèìî ëè? Òå æå âîïðîñû ïðî ìíîæåñòâî N.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè N → N âû÷èñëèìû:
à) f(n) = c; á) f(n) = 3n; â) f(n) = n3; ã) f(n) =

√
n; ä) f(n) = 2n; å) f(n) = n!; æ) f(n) = nnn

;
ç) f(n) = �n-é çíàê ïîñëå çàïÿòîé äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà π�; è) f(n) = 1 + sgn sin n.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ðàçðåøèìû:
à) {n3 : n ∈ N}; á) {n! : n ∈ N}; â) ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ïåðå÷èñëèìû:
à) {(x, y) : x2 + y2 = z2 äëÿ êàêîãî-òî z}; á) {(x, y) : x100 + y100 = z100 äëÿ êàêîãî-òî z}; â) {(x, y, z) :
xn + yn = zn äëÿ êàêîãî-òî n}.
Êàê âû äóìàåòå, ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìûìè?

5. à) Ïåðå÷èñëèìî ëè ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ n, ÷òî â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà
√
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ïîäðÿä? á) Ðàçðåøèìî ëè ýòî ìíîæåñòâî?

6. Âû÷èñëèìà ëè ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ?

f(n) =

{
0, åñëè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð ïðîñòûõ ÷èñåë p, p + 2
1, èíà÷å

7. Ñóùåñòâóþò ëè íåâû÷èñëèìûå ôóíêöèè? Íåðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà? Íåïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà?

8. Äîêàæèòå, ÷òî à) îáúåäèíåíèå á) ïåðåñå÷åíèå ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ ïåðå÷èñëèìî.
â) Äîêàæèòå, ÷òî äîïîëíåíèå ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà ðàçðåøèìî.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî è åãî äîïîëíåíèå ïåðå÷èñëèìû.

10. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ à) îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ âû÷èñëèìîé ôóíêöèè á) îáëàñòüþ çíà÷åíèé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè â) ïðîåêöèåé ðàçðåøèìîãî
ìíîæåñòâà ïàð ÷èñåë (x, y) íà îäèí èç àðãóìåíòîâ.

11. Äîêàæèòå ÷òî à) îáðàç á) ïðîîáðàç ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà ïîä äåéñòâèåì âû÷èñëèìîé ôóíêöèè
ïåðå÷èñëèì.

12. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ðàçðåøèìîå
ïîäìíîæåñòâî.

13. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ f(n, m), òàêàÿ ÷òî ñðåäè ôóíêöèé
fn = f(n, ·) âñòðå÷àþòñÿ âñå âîçìîæíûå âû÷èñëèìûå ôóíêöèè (âîçìîæíî, íå îäèí ðàç).

14. Âåðíî ëè, ÷òî äîïîëíåíèå ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà âñåãäà ïåðå÷èñëèìî?


