
ëÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÜÎÔÒÏÐÉÑ

åÓÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔ A ÉÚ n ÂÕË× a1; : : : ; ak. íÙ ÈÏÔÉÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÂÕË×Ù ÜÔÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ
Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ËÏÄÏÍ ÄÌÑ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÉÚ
k Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× c1; : : : ; ck. ïÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÄÏ×ÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÄÁ; ÓÌÏ×Ï ci
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÄÏÍ ÂÕË×Ù ai. ÷ÓÑËÏÅ ÓÌÏ×Ï × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A ËÏÄÉÒÕÅÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ,
ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÄÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÕË×. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÄ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-
ÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ËÏÄÙ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÒÁÚÌÉÞÎÙ. (÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÄÙ
ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÂÕË× ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.) ëÏÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÉ ÏÄÎÏ
ÉÚ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ (ÐÒÅÆÉËÓÏÍ) ÄÒÕÇÏÇÏ.

úÁÄÁÞÁ 1. (a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

ëÒÁÆÔÁ:
∑

i
2−l(ci) 6 1. (úÄÅÓØ l(u) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×Á u.)

(Â) äÏËÁÖÉÔÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ l1; : : : ; lk Ó
∑

i
2−li 6 1

ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ c1; : : : ; ck Ó l(ci) = li.
(×∗) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÒÁÆÔÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ËÏÄÁ
(ÄÌÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ËÏÄÏ× ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ íÁËÍÉÌÌÁÎÁ).

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÙÍ,
ÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ.

ëÏÄ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÍÅÎØÛÅ ÂÉÔÏ×: ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁ-
ÓÔÙÅ ÂÕË×Ù ÒÁÚÕÍÎÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ËÏÒÏÔËÏ. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ
p1; : : : ; pk, × ÓÕÍÍÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÅ (×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÂÕË× a1; : : : ; ak). óÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÏÊ ËÏÄÁ

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ
∑

i
pil(ci). óÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÏÄÁ,

ÎÏ É ÏÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÂÕË×.

úÁÄÁÞÁ 3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÒÅÄÎÅÊ
ÄÌÉÎÙ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÂÕË× p1; : : : ; pk) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÎÁÊÔÉ
ÞÉÓÌÁ q1; : : : ; qk, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ Ä×ÏÊËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ q1 + : : : + qk 6 1 É ÓÕÍÍÁ∑

i
pi log(1=qi) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ.

óÎÁÞÁÌÁ ÉÚÕÞÉÍ \ÒÅÌÁËÓÁÃÉÀ" ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ: ÐÕÓÔØ qi | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ-
ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, × ÓÕÍÍÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÉÅ 1, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÔÅÐÅÎÉ Ä×ÏÊËÉ.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÕÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÓÕÍÍÙ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÐÒÉ qi = pi.
[íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ

∑
qi = 1; ÕÓÌÏ×ÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÍÏÖÎÏ ÉÓËÁÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉ-

ÅÍ. íÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÁËÖÅ ×ÙÐÕËÌÏÓÔØÀ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ.]

üÔÏÔ ÍÉÎÉÍÕÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÕ
∑

pi log(1=pi), ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÜÎÔÒÏÐÉÅÊ ûÅÎÎÏÎÁ ÒÁÓ-
ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ p1; : : : ; pn. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÜÎÔÒÏÐÉÑ ûÅÎÎÏÎÁ

H(p1; : : : ; pn) = −
∑
i

pi log pi;

ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÁÇÁÀÔ 0 ln 0 = 0 ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ.
äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ q1; : : : qk ÒÁÚÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ pi log(1=qi) É ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ

pi log(1=pi) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÄÉ×ÅÒÇÅÎÃÉÅÊ ëÕÌØÂÁËÁ{ìÅÊÂÌÅÒÁ ÍÅÖÄÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ×ÅÒÏ-
ÑÔÎÏÓÔÅÊ pi É qi. å£ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË∑

i

pi log
pi
qi
:

1



úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉ×ÅÒÇÅÎÃÉÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ
pi = qi ÐÒÉ ×ÓÅÈ i.

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ûÅÎÎÏÎÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÜÎÔÒÏÐÉÉ, ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÅÍÏÊ ËÁË Hmin = mini(− log pi).

úÁÄÁÞÁ 7. (Á) îÁÊÄÉÔÅ ÜÎÔÒÏÐÉÀûÅÎÎÏÎÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: p1 = : : : = pk =
1=k. (Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ k ÉÓÈÏÄÁÈ
ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 8. (a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ Ó ×Å-
ÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ ÂÕË× p1; : : : ; pk ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ p1; : : : ; pk.
(Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ×ÅÒÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ Ë ÜÎÔÒÏÐÉÉ:
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ p1; : : : ; pk ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ ÓÏ ÓÒÅÄ-
ÎÅÊ ÄÌÉÎÏÊ ÍÅÎØÛÅ H(p1; : : : ; pk) + 1.

úÁÄÁÞÁ 9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÉÇÒÙ × 10 ×ÏÐÒÏÓÏ×. áÌÉÓÁ ÚÁÄÕÍÁÌÁ ÞÉÓÌÏ
ÏÔ 1 ÄÏ k, ×ÙÂÒÁ× ÅÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ p1; : : : ; pk.
âÏÂ, ÚÁÄÁ×ÁÑ ×ÏÐÒÏÓÙ Ó ÏÔ×ÅÔÁÍÉ \ÄÁ/ÎÅÔ", ÄÏÌÖÅÎ ÕÚÎÁÔØ ÚÁÄÕÍÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉ-
ÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ âÏÂÁ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÚÁÄÁ£Ô ÎÅ ÍÅÎÅÅ H(p1; : : : ; pk) ×ÏÐÒÏÓÏ×.

ëÏÄÏÍ èÁÆÆÍÁÎÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ p1; : : : ; pk ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÄ, ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ:

• åÓÌÉ k = 1, ÔÏ ×ÙÄÁÔØ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï × ËÁÞÅÓÔ×Å ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á.

• ðÒÉ k > 1 ÚÁÍÅÎÉÔØ Ä×Å ÓÁÍÙÅ ÍÁÌÅÎØËÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÉÈ ÓÕÍÍÕ, ÚÁÔÅÍ ÚÁÐÕ-
ÓÔÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ (ÎÁ (k− 1)-ÂÕË×ÅÎÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ), Á
× ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ËÏÄÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÏÄÏ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï c, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ ÓÁÍÙÈ
ÍÁÌÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÎÁ ÓÌÏ×Á c0 É c1 (ËÏÔÏÒÙÅ É ÂÕÄÕÔ ËÏÄÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ÂÕË×).

úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÄ èÁÆÆÍÁÎÁ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ É ÅÇÏ ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ
ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÄÌÉÎ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÈ ËÏÄÏ×.
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