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Èãðû è ñòðàòåãèè

1. Íà êðàéíåé íèæíåé è êðàéíåé âåðõíåé ãîðèçîíòàëÿõ äîñêè 3×3 ñòîÿò 3 áåëûå è 3 ÷¼ðíûå ïåøêè ñî-
îòâåòñòâåííî. Ïåøêè õîäÿò ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì, íî íåëüçÿ äåëàòü ïåðâûé õîä ñðàçó íà äâå êëåòêè è,

ñîîòâåòñòâåííî, áðàòü ïåøêó �íà ïðîõîäå�. Èãðîê, êîòîðûé íå ìîæåò ñäåëàòü õîä, ïðîèãðûâàåò; ñóìåâ-

øèé ïðîâåñòè ïåøêó íà ïðîòèâîïîëîæíûé êðàé äîñêè. Ó êàêîãî èãðîêà åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ è

â ÷¼ì îíà çàêëþ÷àåòñÿ?

2. Èãðà Áàøå. Íà ñòîëå ëåæàò 15 ñïè÷åê. Äâîå ïî î÷åðåäè áåðóò îò 1 äî 3 ñïè÷åê. Âûèãðûâàåò âçÿâøèõ

ïîñëåäíþþ ñïè÷êó. Ó êàêîãî èãðîêà åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ è â ÷¼ì îíà çàêëþ÷àåòñÿ?

3. Íà øàõìàòíîé äîñêå ñòîèò à) ëàäüÿ; á) êîðîëü; â) ôåðçü; ã) êîíü. Èãðîêè ïî î÷åðåäè äâèãàþò ýòó

ôèãóðó ïî îáû÷íîìó ïðàâèëó, ïðè ýòîì õîäèòü âëåâî è âíèç çàïðåùàåòñÿ. Ïðîèãðûâàåò èãðîê, êîòîðûé

íå ìîæåò ñäåëàòü õîäà. Ïðè êàêèõ íà÷àëüíûõ ïîçèöèÿõ ôèãóðû ó ïåðâîãî èãðîêà åñòü âûèãðûøíàÿ

ñòðàòåãèÿ? À ïðè êàêèõ ó âòîðîãî?

4. Íèì ñ ðàâíûìè êó÷êàìè. Èìååòñÿ òðè îäèíàêîâûå êó÷êè êàìíåé. Äâîå õîäÿò ïî î÷åðåäè. Êàæäûé

ìîæåò ëèáî âçÿòü íåñêîëüêî (âîçìîæíî, âñå) êàìíåé, íî îáÿçàòåëüíî èç îäíîé êó÷êè. Âûèãðûâàåò

âçÿâøèé ïîñëåäíèé êàìåíü. Ó êîãî èç èãðîêîâ åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ è â ÷¼ì îíà çàêëþ÷àåòñÿ?

5. Èãðà Âèòõîôôà. Èìååòñÿ äâå êó÷êè, â ïåðâîé 8 êàìíåé, âî âòîðîé 9. Äâîå õîäÿò ïî î÷åðåäè. Êàæäûé

ìîæåò ëèáî âçÿòü íåñêîëüêî (âîçìîæíî, âñå) êàìíåé èç îäíîé êó÷êè, ëèáî âçÿòü îäèíàêîâîå ÷èñëî

êàìíåé èç îáåèõ êó÷åê. Âûèãðûâàåò âçÿâøèé ïîñëåäíèé êàìåíü. Ó êîãî èç èãðîêîâ åñòü âûèãðûøíàÿ

ñòðàòåãèÿ è â ÷¼ì îíà çàêëþ÷àåòñÿ?

6.Èãðà Ãðàíäè. à)Íà ñòîëå ëåæèò êó÷à èç 6 êàìíåé. Äâà èãðîêà õîäÿò ïî î÷åðåäè. Ñâîèì õîäîì êàæäûé

èãðîê ìîæåò ðàçäåëèòü ëþáóþ êó÷êó êàìíåé íà äâå êó÷êè ðàçíîãî ðàçìåðà. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà

îñòàþòñÿ òîëüêî êó÷êè èç äâóõ èëè îäíîãî êàìíÿ (òàêóþ êó÷êó íåëüçÿ ðàçäåëèòü â ñîîòâåòñòâèè ñ

ïðàâèëàìè). Âûèãðûâàåò ñäåëàâøèé ïîñëåäíèé õîä. Ó êîãî èç èãðîêîâ åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ è

â ÷¼ì îíà çàêëþ÷àåòñÿ? á) À êàê îïðåäåëèòü, êòî èç èãðîêîâ âûèãðàåò, åñëè èçíà÷àëüíî â êó÷å áûëî

n êàìíåé?

7. Äàí êîíå÷íûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç öèêëîâ. Â îäíîé èç âåðøèí ãðàôà íàõîäèòñÿ ôèøêà.

Äâîå ïî î÷åðåäè ïåðåäâèãàþò ôèøêó ïî ð¼áðàì ãðàôà (â ïðàâèëüíîì íàïðàâëåíèè). Ïðîèãðûâàåò òîò,

êòî íå ñìîæåò ñäåëàòü õîä. à) Äîêàæèòå, ÷òî ó îäíîãî èç èãðîêîâ åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ. á)

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ïóñòü G(x) � ìíîæåñòâî âåðøèí, â êîòîðûå âåäóò ð¼áðà èç x. Îïðåäåëèì
íà ìíîæåñòâå âåðøèí ôóíêöèþ Øïðàãà � Ãðàíäè ñëåäóþùèì îáðàçîì: F (x) = 0, åñëè G(x) ïóñòî;

â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ F (x) åñòü íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå âõîäÿùåå â ìíîæåñòâî {F (y) |
y ∈ G(x)}. (Íîëü ìû ñ÷èòàåì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.) Äîêàæèòå, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â íà÷àëå èãðû ôèøêà ñòîèò â âåðøèíå x, òî ó ïåðâîãî èãðîêà åñòü âûèãðûøíàÿ

ñòðàòåãèÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà F (x) 6= 0. Îïèøèòå ýòó ñòðàòåãèþ.

8. Ïóñòü äàíî n ãðàôîâ G1, . . . , Gn. Îïðåäåëèì ãðàô G1 + . . . + Gn (ñóììó èãð) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

åãî âåðøèíàìè áóäóò íàáîðû 〈x1, . . . , xn〉, ãäå xi � âåðøèíà Gi; âåðøèíû 〈x1, . . . , xn〉 è 〈y1, . . . , yn〉
ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî i0 âåðøèíû xi0 è yi0 ñîåäèíåíû ðåáðîì

â ãðàôå Gi0 , à äëÿ i 6= i0 (âñåõ îñòàëüíûõ) yi = xi. (Â òåðìèíàõ ñóììû èãð � íà êàæäîì õîäó èãðîê

âûáèðàåò îäíó èç èãð Gi0 è ñîâåðøàåò â íåé õîä; ïîçèöèè â îñòàëüíûõ èãðàõ íåèçìåííû.) Äîêàæèòå,

÷òî ôóíêöèÿ Øïðàãà � Ãðàíäè äëÿ ãðàôà G1 + . . . + Gn çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé F (x1, . . . , xn) = F (x1) ⊕
. . . ⊕ F (xn), ãäå m ⊕ n � ðåçóëüòàò ïîðàçðÿäíîãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ äâà ÷èñåë m è n (â äâîè÷íîé

çàïèñè).

9. Íèì (îáùèé ñëó÷àé). Èìååòñÿ òðè êó÷êè êàìíåé � â ïåðâîé k, âî âòîðîé n, â òðåòüåé m. Êàæäûé

ìîæåò ëèáî âçÿòü íåñêîëüêî (âîçìîæíî, âñå) êàìíåé, íî îáÿçàòåëüíî èç îäíîé êó÷êè. Âûèãðûâàåò

âçÿâøèé ïîñëåäíèé êàìåíü. Ó êîãî èç èãðîêîâ åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ è â ÷¼ì îíà çàêëþ÷àåòñÿ?


