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Êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè íàä ìíîæåñòâîì äâîè÷íûõ ñëîâ (ñëîâ èç íóëåé è åäèíèö) {0, 1}∗. Äëèíó
ñëîâà x ∈ {0, 1}∗ îáîçíà÷èì |x|.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôèêñèðîâàíà (÷àñòè÷íàÿ) âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ D : {0, 1}∗ → {0, 1}∗, íàçûâàå-
ìàÿ ñïîñîáîì îïèñàíèÿ. Êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþ ñëîâà x ∈ {0, 1}∗ îòíîñèòåëüíî ñïîñîáà îïèñàíèÿ
D íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

KSD(x) = min{|y| | D(y) = x}.

Åñëè æå òàêîãî y, ÷òî D(y) = x, íå ñóùåñòâóåò, òî KSD(x) = +∞.

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ D1 è D2 ñóùåñòâóåò òàêîé ñïîñîá îïèñàíèÿ D0,

÷òî KSD0(x) 6 KSD1(x) + c è KSD0(x) 6 KSD2(x) + c, ãäå c � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò x.

Òåîðåìà Ñîëîìîíîâà � Êîëìîãîðîâà (îá îïòèìàëüíîì ñïîñîáå îïèñàíèÿ). Ñóùåñòâóåò òàêîé ñïîñîá

îïèñàíèÿ D, ÷òî äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ñïîñîáà îïèñàíèÿ D′ ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ

x ∈ {0, 1}∗
KSD(x) 6 KSD′(x) + c.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôèêñèðîâàí íåêîòîðûé îïòèìàëüíûé ñïîñîá îïèñàíèÿ D, è êîë-

ìîãîðîâñêóþ ñëîæíîñòü áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòî KS(x) (ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî

àääèòèâíîé êîíñòàíòû, çàâèñÿùåé îò âûáîðà îïòèìàëüíîãî ñïîñîáà îïèñàíèÿ).

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëîâà x âåðíî KS(x) 6 |x|+ c.
á) Äîêàæèòå, ÷òî KS(111 . . . 111︸ ︷︷ ︸

n åäèíèö

) 6 log2 n + c.

â) Äîêàæèòå, ÷òî KS(111 . . . 111︸ ︷︷ ︸
n åäèíèö

) 6 KS(n) + c (ïðè âû÷èñëåíèè KS(n) ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî n ïðåä-

ñòàâëåíî â äâîè÷íîé çàïèñè).

ã) Îöåíèòå ñâåðõó âåëè÷èíó KS( 111 . . . 111︸ ︷︷ ︸
42n+3n

åäèíèö

).

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñëîâ x è y âåðíî

KS(xy) 6 KS(x) + KS(y) + 2 log2 KS(x) + c,

ãäå xy � ñëîâî, ïîëó÷àåìîå ïðèïèñûâàíèåì ñëîâà y ê ñëîâó x.
á) Äîêàæèòå áîëåå ñèëüíîå íåðàâåíñòâî

KS(xy) 6 KS(x) + KS(y) + log2 KS(x) + 2 log2 log2 KS(x) + c.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò ¾íåñæèìàåìîå¿ ñëîâî x äëèíû n, òàêîå ÷òî KS(x) > n.

5. ×åìó àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ñëîæíîñòåé âñåõ ñëîâ äëèíû n?

6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f âû÷èñëèìà, òî äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c íåðàâåíñòâî KS(f(x)) 6 KS(x) + c
âåðíî äëÿ âñåõ x.

7. Ñóùåñòâóåò ëè âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f : N → {0, 1}∗, òàêàÿ ÷òî |f(n)| = n è KS(f(n)) > n äëÿ âñåõ n?

8. à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ KS: x 7→ KS(x) íåâû÷èñëèìà. á) Äîêàæèòå, ÷òî ó ôóíêöèè KS íå

ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûõ âû÷èñëèìûõ íèæíèõ îöåíîê: åñëè âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ k : {0, 1}∗ → N
òàêîâà, ÷òî äëÿ âñåõ x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ k âåðíî k(x) 6 KS(x), òî k îãðàíè÷åíà ñâåðõó êîíñòàíòîé.


