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λ-èñ÷èñëåíèå
λ-òåðìû îáðàçóþòñÿ èç ïåðåìåííûõ (x, y, z, . . . ) ñ ïîìîùüþ äâóõ îïåðàöèé: ïðèìåíåíèÿ: (uv) è àá-

ñòðàêöèè: λx.u. Ïðè çàïèñè λ-òåðìîâ ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ ñëåäóþùèõ ñîãëàøåíèé: ñêîáêè àññîöèèðó-

þòñÿ íàëåâî (�uvw� ÷èòàåòñÿ êàê (uv)w, à íå êàê u(vw)); ïðèìåíåíèå ñâÿçûâàåò ñèëüíåå, ÷åì àáñòðàêöèÿ

(�λx.uv� çíà÷èò λx.(uv), à íå (λx.u)v).

Àáñòðàêöèÿ λx.u ñâÿçûâàåò ïåðåìåííóþ x (â òîì æå ñìûñëå, êàê â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå ïðåäèêàòîâ ïå-

ðåìåííóþ ñâÿçûâàþò êâàíòîðû ∀x è ∃x). Íåñâÿçàííûå ïåðåìåííûå íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè. Ñâÿçàííûå
ïåðåìåííûå ìîæíî ïåðåèìåíîâûâàòü; òåðìû, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî èìåíàìè ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ,

íàçîâ¼ì α-ðàâíûìè (u1 =α u2), è òàêèå òåðìû ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü. Òåðìû, íå ñîäåðæàùèå ñâî-

áîäíûõ ïåðåìåííûõ (ò.å. òåðìû, â êîòîðûõ âñå ïåðåìåííûå ñâÿçàíû ñ ïîìîùüþ λ), áóäåì íàçûâàòü

çàìêíóòûìè.

Ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ λ-òåðìà íàçûâàåòñÿ β-ðåäóêöèåé: (λx.u)v →β u[x := v]. Çäåñü çàïèñü

u[x := v] îçíà÷àåò ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé x â òåðì u íà v; ïðè ýòîì, ÷òîáû èç-

áåæàòü êîëëèçèé, ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå òåðìà u ïðè íåîáõîäèìîñòè ïåðåèìåíîâûâàþòñÿ. β-ðåäóêöèþ
ìîæíî ïðèìåíÿòü ê ïðîèçâîëüíîìó ïîäòåðìó äàííîãî òåðìà, åñëè ýòîò ïîäòåðì èìååò âèä (λx.u)v.

Äâà òåðìà íàçûâàþòñÿ β-ýêâèâàëåíòíûìè (u =β v), åñëè îíè ïðèâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ β-ðåäóêöèé ê

îäíîìó è òîìó æå òåðìó w.

Îòíîøåíèå =β ìîæíî îïðåäåëèòü è ïî-äðóãîìó, ñ ïîìîùüþ èñ÷èñëåíèÿ. Áàçîâûå ýêâèâàëåíòíîñòè ñóòü

ñëåäóþùèå: u1 =β u2, åñëè îíè α-ýêâèâàëåíòíû (â ÷àñòíîñòè, u =β u), è (λx.u)v =β u[x := v].

Ïðàâèëà:
u1 =β u2

u1v =β u2v

u1 =β u2

vu1 =β vu2

u1 =β u2

λx.u1 =β λx.u2

u1 =β u2 u2 =β u3

u1 =β u3

Ïðàâèëà ÷èòàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ìû óæå óñòàíîâèëè ýêâèâàëåíòíîñòü(-ñòè) íàä ÷åðòîé,

òî ïðè ïîìîùè äàííîãî ïðàâèëà ìû ìîæåì óòâåðæäàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ïîä ÷åðòîé.

1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè u →β v, òî ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òåðìà u ñîäåðæèò ìíîæåñòâî

ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òåðìà v. Áûâàåò ëè ýòî âêëþ÷åíèå ñòðîãèì?

Íåêîòîðûì λ-òåðìàì ìîæíî ïðèïèñàòü òèïû. Ìíîæåñòâî òèïîâ ñòðîèòñÿ èç áàçîâûõ òèïîâ p, q, r, . . .
ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè →. Èíòóèòèâíî òèï A → B ñîñòîèò èç îòîáðàæåíèé (ôóíêöèé) èç A â B (áîëåå

òî÷íî ñì. â êîíöå ëèñòêà).

Ïðèïèñûâàíèå òèïîâ íà÷èíàåòñÿ ñ òîãî, ÷òî êàæäîé ïåðåìåííîé ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðûé òèï (íå

îáÿçàòåëüíî áàçîâûé). Ïðè ýòîì ó âñåõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé â òåðì òèï áóäåò îäèí è òîò æå. Äàëåå

òèïû ñëîæíûõ òåðìîâ îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêòèâíî: åñëè x � ïåðåìåííàÿ òèïà A, à òåðìó u ïðèïèñàí

òèï B, òî òåðìó λx.u ïðèïèñûâàåòñÿ òèï A → B; åñëè òåðìàì v è u ïðèïèñàíû òèïû A → B è A
ñîîòâåòñòâåííî, òî òåðìó (vu) ïðèïèñûâàåòñÿ òèï B. Åñëè æå òèïû òåðìîâ v è u íå ñîãëàñîâàíû òàê,

êàê óêàçàíî âûøå, òåðì (vu) îñòà¼òñÿ áåç òèïà.

Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, òèï òåðìà (è, â ÷àñòíîñòè, ïðèïèñàí ëè òåðìó âîîáùå êàêîé-òî òèï) çàâèñèò

îò òîãî, êàêèå òèïû ïðèñâîåíû ïåðåìåííûì. Òåðì u íàçûâàåòñÿ òèïèçóåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå

ïðèñâàèâàíèå òèïîâ ïåðåìåííûì, ÷òî ïðè í¼ì u ïðèïèñûâàåòñÿ íåêèé òèï. Áûâàþò íåòèïèçóåìûå λ-
òåðìû, íàïðèìåð, (xx).

2. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå çàìêíóòûå λ-òåðìû u è v, ÷òî u →β v, ïðè ýòîì òåðì v òèïèçóåì, à u � íåò?

3. Ïîñòðîéòå çàìêíóòûå λ-òåðìû ñëåäóþùèõ òèïîâ: à) (p → q) → ((q → r) → (p → r));
á) (p → q) → ((r → p) → (r → q)); â) (p → (q → r)) → ((p → q) → (p → r));
ã) (p → (q → r)) → (q → (p → r)); ä) p → ((p → q) → q); å) ((((p → q) → p) → p) → q) → q.

Íåòèïèçóåìûå λ-òåðìû äîñòàâëÿþò ðÿä çàáàâíûõ ïðèìåðîâ. Íàïðèìåð, òåðì (λx.xx)(λx.xx) ðåäóöèðó-
åòñÿ ê ñàìîìó ñåáå (è, òåì ñàìûì, ïðîöåññ åãî ðåäóêöèé áåñêîíå÷åí). Òåðì y = λf.(λx.f(xx))(λx.f(xx))
ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðîì íåïîäâèæíîé òî÷êè: äëÿ ëþáîãî λ-òåðìà g èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü

g(yg) =β yg. Ýòîò òåðì íàçûâàåòñÿ êîìáèíàòîðîì Êàððè.



4. Äîêàæèòå, ÷òî êîìáèíàòîð Òüþðèíãà t = (λx.λy.y(xxy))(λx.λy.y(xxy)) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòî-

ðîì íåïîäâèæíîé òî÷êè.

5. à) Ïîñòðîéòå òàêîé λ-òåðì s, ÷òî stu =β ut äëÿ ëþáûõ t è u. á) Ïîñòðîéòå òàêîé λ-òåðì s, ÷òî
st =β ss äëÿ ëþáîãî t.

6. Ñóùåñòâóåò ëè λ-òåðì v, äëÿ êîòîðîãî λx.v =β v, ãäå x � ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â v?

7∗. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêîãî λ-òåðìà f , ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òåðìîâ s è t èìååò ìåñòî

ýêâèâàëåíòíîñòü f(st) =β s.

8. Ïóñòü k = λx.λy.x è i = λz.z. Äîáàâèì ê èñ÷èñëåíèþ, çàäàþùåìó îòíîøåíèå =β , åù¼ îäíó áàçîâóþ

ýêâèâàëåíòíîñòü: k = i. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà áóäåò ïðîòèâîðå÷èâîé, ò. å. äëÿ äâóõ ïðî-

èçâîëüíûõ òåðìîâ u è v â íåé áóäåò äîêàçóåìà èõ ýêâèâàëåíòíîñòü.

Ïîäñêàçêà. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîé ñèñòåìå âñÿêèé òåðì áóäåò ýêâèâàëåíòåí êîìáèíàòîðó i.

Îïðåäåëèì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ òèïîâ è òèïèçóåìûõ λ-òåðìîâ. Êàæäîìó òè-
ïó A ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî DA òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ òèïîâ B è C ìíîæåñòâî DB→C åñòü ìíîæåñòâî

ôóíêöèé èç DB â DC ; äëÿ áàçîâûõ òèïîâ ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà Dp ïðîèçâîëüíû. Åñëè u �

òåðì òèïà A, ñîïîñòàâèì åìó ýëåìåíò [[u]], îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì: èíòåðïðåòàöèè ñâîáîä-

íûõ ïåðåìåííûõ ïðîèçâîëüíû; [[uv]] = [[u]]([[v]]); [[λx.u]] åñòü ôóíêöèÿ a 7→ [[u[x := a]]]. Êàê îòìå÷àëîñü

âûøå, òåðì ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî òèïîâ � òîãäà äëÿ êàæäîãî òèïà åìó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñâîÿ

èíòåðïðåòàöèÿ (áîëåå àêêóðàòíî áûëî áû ïèñàòü [[u]]A).

9. Ïóñòü òèï B èíòåðïðåòèðóåòñÿ äâóõýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì {0, 1}. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò

ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ èíòåðïðåòàöèåé òèïà ((B → B) → B) → B ?

10. Ïóñòü u � òåðì òèïà A. Äîêàæèòå, ÷òî [[u]]A ∈ DA (è, â ÷àñòíîñòè, ÷òî îïðåäåëåíèå [[u]]A êîððåêòíî).

Äîáàâèì ê áàçîâûì ýêâèâàëåíòíîñòÿì ïðèíöèï η-ýêâèâàëåíòíîñòè: λx.(fx) =η f , åñëè x íå âõîäèò â

f êàê ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ. Ïîëó÷èâøååñÿ (â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë) îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-

íîñòè îáîçíà÷èì =βη.

11∗. Äîêàæèòå òåîðåìó î òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ïîëíîòå λ-èñ÷èñëåíèÿ: u =βη v òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà [[u]] = [[v]] ïðè ëþáîé èíòåðïðåòàöèè.

12. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé λ-òåðì u òèïà A, òî ïðè ëþáîé èíòåðïðåòàöèè

ïåðåìåííûõ èíòåðïðåòàöèÿ òèïà A áóäåò íåïóñòûì ìíîæåñòâîì. (Íàïðèìåð, äàæå åñëè p èíòåðïðåòè-

ðóåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì, â èíòåðïðåòàöèè òèïà p → p áóäåò ñóùåñòâîâàòü (åäèíñòâåííàÿ) ôóíêöèÿ

f : ∅ → ∅, ãðàôèê êîòîðîé ïóñò.)

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé λ-òåðì u òèïà A, òî A, åñëè ðàññìîòðåòü åãî êàê ôîðìóëó
ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé òàâòîëîãèåé.


